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UBER

DIE MALFATTI'SCHE AUFGABE

UND DEREN

CONSTRUCTION UND VERALLGEMEINERUNG VON STEINER.

SVON
S
v

F. MERTENS.

(It 1 Eafe(’.)

VORGELEGT IN DER SITZUNG DER MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHEN ( LASSE AM 14. OCTOBER 1875,

Pliicker hat im XI. Bande ! des Crellc’schen Journals eine Construction derjenigen von Steiner? her-
riithrenden Verallgemeinernng der Malfatti’schen Anfgabe, wo an die Stelle dreier gegebener Geraden drei
beliebige Kreise gesetzt werden, gegeben, welche wesentlich von der Steiner’schen Construction® der nim-
lichen Aufgabe abweicht. Dieser Umstand veranlasste mich zn einer analytischen Behandlung der Malfatti'-
schen Aufgabe fiir das ebene Dreicck und drei in einer Ebene liegende Kreise mit besonderer Beriicksichti-
gung der Steiner’schen Losungen derselben. Selbstverstiindlich bedarf das im Folgenden befolgte Verfahren
nur leichter Anderungen, um mmittelbar auf die Kugel anwendbar zu sein.

In Betreff der cinschligigen Literatur verweise ich auf die von Herrn Schroeter im LXXVIL Bande
des Crelle-Borchardt’schen Journals* gegebene Ubersicht.

1

Die Malfatti’sche Aufgabe fiir das ebenc Dreicck lantet:
In ein gegebenes Dreieck ABC drei Kreisc zn beschreiben, von denen jeder zwei Seiten des Dreiecks
und die beiden anderen Kreise beriilirt.
Bezeichnen
L=Ax+B y+C =0
M= A,z+B,y+C, =0

= 113.Z+B3y+(,'3 =0

1 Analytisch-geometrische Aphorismen, Nr. VI.

2 Einige geometrische Betrachtungen von H. Steiner, Nr. 15, im 1. Bande des Crelle'schen Journals.
3 Ebendaselbst.

4 Die Steciner'sche Auflosung der Maifatti'schen Aufgabe, von H. Schroeter. ¥
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unter der Voraussetzung, dass
A-B= A+ By = A3+ B =
ist, die Gleichungen der Seiten BC, C.A, ADB des gegebenen Dreiecks und

O

H

&, = (x—u)*+ (y—2))*—7}
Rz = (m-—llzy)z—i— (y—Z'z)z— 5 =0

R = (e—u 2+ (y—ry)t—25 =0

die Gleichungen der gesuchten drei Kreise, welche beziiglich die Seiten M und N, Nund L, L nnd M
beriihren, so sind die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen der Aufgabe, wenn man voun den Auf-
l6sungen absieht, wo zwei Kreise eine Dreiecksseite in einem und demselben Pnnkte beriihren, dureh die
neun Gleichungen

M(uy, 7)) =1

N(uy,v)=r,
Nuy,v,) =, 1
L(uy, vy) =1y

L(ugy v5) =1y
M(uy,2,) =14

(ety— 1)+ (2y—24) 2 = (1ry=+7,)*
(wg—u Vi (rg—2,) 2 = (1,1 2)
(=g (1 —2,) = (ry=-1,)
ausgedriickt.
Zur Auflosung dieser Gleichungen gelangt man am einfachsten, indem man die Functionen L, M, N
durch die Unbekannten der Aufgabe aunsdriickt.
Aus den Gleichungen
L(u,, v)) =dug+DB v, = r,
L(uy, ) =Ajuy+B o+, =1y
(gm—ty P (e = (ryy)?
folgt
A (uy—y) +By(ry—2,) = 13— 1 3)
und, wenn
Ay(rg—ry) =B (ty—u) =D, 4)
gesetzt wird,
(rg=19)? Ay = (1) (,—u,) Dy (v,—73)

; 5)
("z”*""s)z B = (r,—7,) (ry—2p) — D, (uy—y) )
; Lx oy
(ry+r3) (4 2+ DBiy+() =— ;1 —r)(Ke—R) + Dy |1y vy +C;
1wy v,

der Faetor von D, stellt nach der iiblichen Bezeichnung die Determinante
Uy Vy——U , Ly—+T (rg—23) Yy {Us—1ty)
vor. Die Constante C findet man, indem man in der vorstehenden ldentitét

L= 1(2 !/: 7'2

setzt, ~ -
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= 2ryry (ry—+17)

und fiiv D, ergibt sich durch Bildung der Summe der Quadrate der Gleichungen 3) und 4) die Gleichung

DY = 4oy, 6)
Es ist also
1ae y
1
(rg+7,)* L= — 5 (1y—=7) (R—8Ry) +D, |1 uy vy 20y, (rg=+7y). 7
1wy v,

Ebenso findet man, wenn zur Abkiirzung
Ay (v3—2v,) —B, (4;—u,) = D,

Ay (v, —2y) —By(u,—uy) = D,
gesetzt wird,

_ (7s "'7'1)2 dy = (r3—ry) (7‘3“’“1) +D, (23—2,) 8)
(rg=+ry)* By= (r5—ny) (25—2) = Dy (e5—,) l
1a y
1 {
(ra+r )2 M =— 5 (rg=—7) ([3— &) +Dy | 1wy vy +2r37 (r,=+7) 9)
1w, 2,
[); = 47'3 # 1())
()2 Ay = (ry—1,) (u,—1;) -+ Dy (,—2,) 1)
(ry41y)* By= (ry—ry) (v,—2,) — D, (uy—u,)
. 1oy
(ry+r)P N=— 5 (ry—7) (& —8&,) +D, |1 w, ”1| 2 7y (r=1y) 12)
1 Uy V|
Dt = drr, 13)
Setzt man in der Identitiit 7)
=T Y=
so wird mit Hilfe der Gleichungen 2)
(rg=+73) L(uy, v)) = —r, (ry— 1)t + D A-+2r, 73 (rg+73)
(rg+79)* [+ Ly, 2,)] = 20y 1y (ry-7y-0y) + 2ryryrg+D A,
Wwo
1 1l| Z'I \
N= |l Ty B
1 Uy vy I
= MgV U Wy UV — U Vg U 0, — UV, 14)

ist, und da, wie leicht aus den Gleichungen 2) oder auch aus der Bemerkung, dass A den doppelten Fliichen-
inhalt des von den Mittelpunkten der Kreise &, &,, &; gebildeten Dreiecks aunsdriickt, folgt,

At oy iy 2y () 15)
ist, so ergibt sich
1 (A4+0r, D'\

r+L (u,,r)= o 5 -
= 273
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Ebenso folgt aus den Identititen 9), 12)
1 (A—+», Dy)?
rg—=M(u,. 2,) = o _’;—%; zJ 17)
=YY : 1
. 1 (A+r, D.)?
o 20 = [0 »
= v

Man bilde ferner mittelst der Formeln 5), 8), 11) die Ausdriicke
A=A, 4,+ B, B,
B= A, A, + B, B

= A1 A2-+- Bl BE'
Es wird
(7 +75)? (ry 7 A = [(ry—rg) (ry—73) — D, D,][(g—1y)(wg—u,) +(2y—2,) (23— 2,)]
—(ry—ry) Dy A—(r—73) D3 A,

oder, da den Gleichungen 2) zufolge

(ug—u,) (ug—u,) + (vg—2,) (25—2)) =5 [(¥— )P+ (vy—r, )P (ug—uy)*~+ (05—, )]

19 = o]

[(“2_’“3)2_'_ (?’2_2'3)”

[(ry 1P (7 )P — (ry+13)"]

[N

¢

= (rA-ryt1y) — 7y 7y 19)

ist,
(ry =1t (ry =7 2 A = [(ry—1y) (ry—5) — Dy D] [ (ry+rgmrg) — 7y 7]

—(ry—ry) Dy A — (o —r3) Dy A

In diesem Ausdrucke erkennt man sofort den Cosinus eines dreitheiligen Winkels, wenn man
A

F P a0 .
G Ta! ,3)-~l—3-=cosgo — = sing
(ry+7p) (ry=+75) (ry=1g) (ry+75)
— D .
—1_ "% —cosy = ol
A dimad:
ro— D .
1_3 —cosy —?_=siny
ry+7r, - r—=r, °
setzt, was den Gleichungen 15), 13), 10) zufolge gestattet ist.
Es wird niamlich
A = cos (p—+y—7),
und demgemiss
1= o 9y
Da nun bei gehoriger Zeichenbestimmung der Wurzeln
A e N I

COS—5 — —_—
2 2 [ —r, p—

. ST -9
T
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cosi—_ﬁ_ Sir jb‘_&
9 2 S
2 \/ T V P
cos b =_tTL Vry sin L)= J——*"
2 [ g7y = Vo, -7,

. S
wird, so erhiilt man durch Entwicklung von sin 5 (p—+y—-y)

1—A Ve Vog+ Vo, Vo or o1 (V7 + /1) —ry g

2 (71—|—72)(71+73)
= nv—».wwvau e
2 t ? —f—]'n & 7 -f—-l‘2
_1_[1/7 l/r2 /73\/r+7 —+7, —+—72 J[ /)q /r—|—7 R i O l/r [/rJ
T9 73 Gz r 7y
1 [A+72 D, J (A—f—a D, ] 920
i 47'27'3 ra—7 77y )

weleche Gleichung auch unmittelbar, ohne durch die trigonometrischen Formeln hindurch zu gehen, erhirtet

- ird nichts festgesetzt.

werden kann. Uber das Vorzeichen der Wurzel [/

Durch Buchstabenverwandlung ergibt sich

= A+2. D) (Ar, D
W= ST ) .
2 7 7?7y PeHry
= A-+2», D,y (A4, D .
J+l/——1 ces ( - '] [ o 22)
B] N e R el

Der Fall, dass die Gleichungen 16), 17), 18), 20), 21), 22) durch das Verschwinden einer der Griossen
Pyy Ty Ty, TemtTy, Yoty T,
ihren Sinn verlieren wiirden, kann im Allgemeinen auch bei rein algebraischer Auffassung der Gleichungen

1), 2) nicht eintreten, weil im Gegenfalle diese letzteren nur acht Unbekannte enthalten wiirden.

D]

~e

Setzt man

1I-A __ 1—N 5 VI—LS=/
p 2 9

23)
Bre— 2 e et ,
ey Ty TR ; i
2By 2y 2af o

8o ist in Folge der bekannten trigonometrischen Beziehung
1 — 99— B2 — G2+ 2ABE =0,
welche iibrigens nur eine Entwicklung (durch zeilenweise Ausfithrung des Determinantenquadrates) der
[dentitéit
A, B, O
A, B, 0| =0
Ay By 0
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ist,
2132‘/2—0—2'/2«2—'—2(12 ‘B'Z_all_{j-’!_,/l J— 46(2 ﬁZ ,yz
P2 — Bt4-pt =1 Pyt =1
By +qf =« y—pFyv=d
yo Ay = ye— =7
af + po' = wp—o i =1

Dies voransgeschickt, erhilt man dureh Beseitigung der Ausdriicke

A—+r D, A-try D, A+r, D,
7'2"("1'3 ’ )‘3+I'l ’ l'l-—‘r—7‘2
aus den Formeln 16), 17), 18), 20), 21), 22) die Gleichungen

Y (1 -
L(”I) 2’1) = —n —4—21“ _(1+H)( +/)

(1+2)
o, d+7) 1+« c
Mty v) =~y 2y o 24)
o o (A4a) (1+-F)
:\ (lt:;. 7"3) = —7; == .3)‘3 (>—(%‘—W—7

welehe zu den Gleichungen 1) hinzngenommen cine Bestimmung der neun Unbekannten der Aufgabe mit
Umgebnng der Gleichungen zweiten Grades 2) ermiglichen.
Es geniigt, nnter den auf diese Weise erhaltenen ncun Gleichungen diejenigen drei

o, [(A+E)(1+7)
L(?(l, ('1)-—-)‘1 e 2)‘1 l:m _1 25)

My, v))—r =0 26)
N(uy, 2,)—r,=0

zu behandeln, welehe die Unbekannten w,, »,, », enthalten; die Bestimmmngsstiicke der Kreise &,, &, erhilt
man dann anf Grund dhnlich gebaunter Gleichungssysteme dureh blosse Buchstabenverwandlung.

Den Gleichungen 26) geniigt man, wenn f, ¢, 2 die Mittelpunktscoordinaten und den Halbmesser des
in das Dreieck A B C nach Massgabe der Gleichungen

Lfig=MU/f9)=N(f,9)="4
eingeschriebenen Kreises bezeichnen, durch die Werthe

Az—i—Aa]

2t

B,+B
vy =g+ (ry—4h) [_2.20(72_3 ] )

uy =f—+ (r,—h) [

und erbélt durch Einsetzung derselben in die Gleichung 25)

Br6)_y, (A8 )

R i i+«

(h—7) [1—

Da aber nach 23)

9,2 2 =

1 [ BV+C J _ PPt 2By
2 - o o

By =a'+Ey

ist, so wird einfacher
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5; T S [(1+ )(1+°/)_1J

(1+=)
21, =, [0E0D 2]
—r =5 TN
« (1+«) o
7= b “_;_/’
w0
A= By (1—2) (1-B) (1%-5).
Ebenso wird
-+, B,+DB,
Uy —j+(/ —]z)l ")mz ] 7:2:'r/+(7‘2—/l)['32ﬁ,2lj
Bl o
rp=Ah" p=ap'y - (1+2)(1—=E)(1-+7)
e [
n=t"20 = a1 (1H) 1)
gefunden.

201

27)
28)
29)

30)

Zur Vereinfachung der fiv »,, »,, », erhaltenen Ausdriicke gelangt man durch Bildung der Producte py,

vk, At Es ist
py=a?3%9" "+ (14 (1 - (1— ) +2 (1) 1—L) = &'/
= B2 a?+ (1+a)?| +2a' 5y (1+) (1—fB7)
=289 (1+a)[f'y+ o' (1=57)],
oder wegen
« By =5, ’
wy =209y (1+2)(1—a),
nnd durch Buchstabenverwandlung
vi=2yay« (1+L)(1—F)
Ap=2apo B (1) (1—7).
Hieraus folgt

1 14
"7 g & [ 1+« J
1 (145
ra 7y =§}L2L1+ﬁ]
1 1+
=g ¥ ( l—r—vJ

nnd mit Hilfe dieser Producte wird

_1_] {l+aJ(l+ﬁ’J[l+y’J
2 1+a )\ 145 ) U145y
2 i/lz [}—i—a') (lri—ﬁJ [}—i—,//]
S 142 ) W14+ U1+
1 2[14—«’][1—«—@’}{14—7)
T4 ) VI J U1+

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXXVI. Bd, Abhandl. von Nichtmitglisdern,

;Y

=y
gefunden,

aa

31)

32)



F. Mertens.

Lo
(]
o

Es ist nun noch der Nachweis zu fiihren, dass man befugt ist, die Gleichungen 2) durch die Gleiehun-
gen 24) zu ersetzen, d. h. dass die Gleichungen 2) eine Folge der Gleichungen 1) und 24) sind, oder dass die
gefundenen Kreise sich in der That und zwar, weil nach 32) die Halbmesser »,, »,, », dasselbe Zeichen haben,
von anssen beriihren,

Bildet man aus den durch die Gleichungen 27), 29) gegebenen Werthen von u,, vy, u, », den Ausdruek

V = (ug—13)* 4+ (2,—2,)* — (ry+7,)*,

so wird
h—»,)? h— 14N+ B+
v ( ‘3/2 2) ( ,/ ) 2(]2—7 \)(}[ )[ 12 ’li _] (Tl+7‘3)27
oder, weil nach 23)
1 %2 1 ,/2
—_— = 1 e % —_— 1 - —
ﬁr! ﬁ/i 7/2 7/
1+-A+B+C By
4p%" B

ist, einfacher

Es ist ferner nach 23)

nud naeh 28), 30), 31)

g . [pv
—{372 42 =rlafy ‘}‘w J
i lza a By +(1+a) (1—F£ /)
By (1+a) (1—a")
s0 dass
e 4 ha (12)(By—a)—a' By
Poh_ay (b
ﬁ/( 72) 7/ ( 73) m /, (1+a)(1_a4)
— a(l+a—a')
T (I4-a) (1—a)
5 Ps 2 ] .
[g‘/ (h—2p) + ,/Lr (]’_7'3)] =2 l::fo/c ’
und in der That also nach 32)
v=0

wird. Auf dieselbe Weise werden alle Gleichungen 2) bewiesen.

Da die Ausdriicke 2, B, € vier versehiedene Werthsysteme annehmen kinnen, je nachdem man nim-
lich festsetzt, dass im Innern des Dreiccks 4 B C entweder alle drei Funetionen L, M, N positive Werthe
oder irgend zwei dersclben positive, die dritte hingegen negative Werthe besitzen sollen (die iibrigen vier
moglichen Fille geben niehts Neues), und da fiir jedes dieser vier Werthsysteme iiber die Vorzeichen der
Quadratwurzeln «, B, ¢ (23) aeht verschiedenc Bestimmungen getroffen werden kénnen, so lassen die
Gleichungen 1), 2) 32 verschiedene Auflésungen zu. Jedem der vier Werthsysteme von 2, B, € entsprieht
der Halbmesser % eines bestimmten der vier in das Dreieck 4 B C einbesehreibbaren Kreise.

Es seien
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die Gleichnngen dreier den Gleichungen 1), 2) geniigenden Kreise,
& = (z—u)t+(y—2)—»*=0
die Gleichung des Kreises, weleher dieselben senkrecht schneidet oder durch deren Beriihrungspunkte geht,
20 dass
& (w0, 2) = & (1, v) = Ky(v, v) =" 33)

ist, und b,, a,, b, der Halbmesser und die Mittelpunktseoordinaten eines Kreises §;, welcher die Geraden

L= & —=K,=0 K —&,=0
naeh Massgabe der Gleichungen

Loty —=1b;

82y, 0)— K (ay, b)) = 20, (ry—+7y) T34

& (ay, b)) —K;(ay, b)) = 2, (r+7)

beriihft. Da den zwei letzten dieser Gleichungen durch die Werthe

8 = (.1+~f:‘( L L [1+ b'] p— 1% 35)

l'l 7“ 7’1

geniigt wird, so findet man durch Einsetzung derselben in die erste

1+ ‘i’:] L(x, v)_%'L(u, ,0) = b,

b — .?fté (u, ?J)‘ B 36)
1 = L(uy, 2)— L(u, v)

Es wird aber, wenn man in der Identitiit 7)

setzt,
1 uw v

(rg~+7,)t L(u, v) = D, 1 1wy vy | + 207, (ry—+7,),
‘1 %

K2l

3 73

und da das Product

(1 v |1 % o

|
1|
[

‘ Ug— 2y, Vg —D
1 2y Vg ‘l 1, v, =|

Uy—1y Vg—D '

W= o= || || =08 B—5

1 w; v, il Uy g
dureh zeilenweise Multiplication mit Hilfe der Gleichungen 2), 33) sich

_ | vy (rytrg), 1y (ry—rg)
ry(ry—ry), r3(ry=7,)

= 2ryryry (ry=+1y)

ergibt, so findet man

1 u »
1wy vy | = 2rym ’30-2_:73) 37)
I 2 2 1
27,7, (A—+r, D
L(u,v)= T23 [r__'_l7_1] : 38)
2t 73

und dhnlich

aa¥
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21y, [ty Dy
‘ M, ) = 22278 (372 D 39)
3 |
2,7, (Atry Dy
New ») — 2472 (S0 10)
1 2

Unter Beriicksichtigung der Gleichnngen 16), 38) crhiilt man sodamn nach leichter auf der Gleichung
15) bernhender Vereinfachung aus 36)

b, — A (7'24—7:3)

» A—+D, (v, 41, —+71,) ) 1)

Bezcichnen &, v die Coordinaten des Punktes, in welehem der Kreis &, die Gerade L beriibrt, so hat
man

¢=a,—b 4, 7= 0b;—b By,
oder identisch in Bezug auf «, y

(z—&P+(y—n)" = (@—a)*+ (y—b,)*— bhj+-2h, L,

und daler, wenn der Reilie nach

gesetzt wird, nach 34), 1)
& (& m) = K, (ay, b)) — by -~2b, 7,
= &, (a,, &) —b7—2b, »,
85 n) = &, (ay, b)) —bj --2b, 7,
= & (a;, &) —b;—2b, 7,
K (& n)—&, (& n)=0.
Der Beriihrungspunkt (£, ) liegt also auf der inneren gemeinschaftlichen Tangente der Kreise &, und &;.

Es ist ferner nach 35), 41)

M(a,, b,) = (1—1— b’J M(u, v)— 3—‘1‘1(ul, )

a
1 [1, " lJ —p (‘+_+_] [Ai’fl ,12:,]
7y oy b L Ar, Py
__ A (“\-’_Tl Di} b
T drtry U oryery 0o

und daher naeh 1), 39), 22)
- 1 2 D\ (A~+r, D
Ma,,b,) =1, [—1 —+ [_\ - i‘—JJ [_ﬁ__z”

2r 7y U mpry J U gy

= (1—}—2"/) bl'
Auf dieselbe Weise findet man
N(a,, b)) = (1+2£)H,.
Wird nun von diesen Gleichungen die erste der Gleichungen 34) abgezogen, so ergibt sich
L(ay, 0,) =10,
M(ay, by) — Loy, b)) =295, 42)
N(a,, b,) — L(ay, b,) =28b,,
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und man schliesst, dass der Kreis $, die Seiten des Dreiecks
L=0 M—L=0 N—L =0
beriihrt. Es ist aber bekanntlich
M—L =0

die Gleichung der Halbirungslinie des Innen- oder Aussenwinkels bei € je nachdem die Ansdrticke Z, M im
Inern des Dreiecks 4 BC Werthe von gleichen oder entgegengesetzten Zeiclien annehmen; dasselbe gilt
von der Gleichung
N—L =0.
Zieht man noch die Kreise §,, §, in Betracht, welehe beziiglich den Dreiecken
M=0 &,—8&=0 &,—8&,=0
N=0 & —8&=0 &,—&,=0,
und zwar in der Weise eingeselirieben sind, dass ihre Mittelpunktscoordivaten nnd Halbmesser (a,, 6,, b,)
(ag, b,, b,) den Gleichungen
M(ay, b)) =,
&, (ay, b)) — K;(0,, b,) = 2b
R, (g5 b;) — & (a5, by) = 2b, (rp=+7y)
N5 [0)) = B,
R; (a3, b;) — &, (a3, b;) = 20, (r,+7y)
K; (a3, by) — &, (a5, by) = 2b, (ry+7,)

2 (19=+73)

geniigen, so miissen diese Kreise aucl beziiglich den Dreiecken
M—10 N—=)W=20 L—M=0
We=n L—N=0 M—N=0
nach Massgabe der Gleichungen
M(az ) by) = b,
N(a,, b)) — M(a,, b,) = 2ab, 45)
L (a,, b,) — M(a,, b)) = 290,
N(ag, b;) =B,
L (a5, b;) — N (ag, b)) = 25D, 44)
M(ag, by) — N(a, b;) = 2ab,
eingeschrieben sein, und es sind die gemeinsehaftlichen inneren Tangenten der Kreispaare (&,, &), (8;, &),

(8,, &,) zugleich gemeinschaftliche Tangenten der Kreispaare (§,, §,), (£, ), (§,, §,) und gehen beziig-

lich durch die Beriihrungspunkte von &, mit Z, $, mit M, £, mir N,
Hiemit ist die Steiner’sche Construction! vollstiindig bewiesen.
Da es von Interesse ist, die Elemente dieser Construetion dureh Gleichungen darzustellen, welche nur
unmittelbar gegebene Grossen enthalten, so soll dies lier in Kiirze durchgefiihrt werden.

Zielt man in dem Dreiecke A B (' die Halbirungslinien
M-—-N=0 N—L=0 L—-M=0,

und beschreibt drei Hilfskreise §,, $,. $,, welche heziiglich die Geraden

! Einige geometrische Betrachtungen, 14 im I. Bande des Crelle’schen Journals.
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L—0"" M-P=0" NS
M=0 N—M=0 L—M=0
N=0 L—-N=0 M—_N=0

nach Massgabe der Gleichungen 42), 43), 44) beriihren, so sind die Gleichungen der Verbindungslinien der
Punkte #,, n,, 75, in denen die Kreise §,, §,, 9, beztiglich die Dreieeksseiten L, M, N beriihren, mit den
gegentiberliegenden Ecken

EA+pYM—y(l4+9) N=0
9 (A+9) N—a(l+a) L=20
a(l+2a) L—L(1+L)M=0.

Um nun zu nntersuchen, ob dureh den Punkt 2, eine gemeinschaftliche Tangente der Kreise §,, $, geht,
bestimme man in dem Ausdrueke

S, y) =4 L=p[B(1+£) M—y (1+9) N]
die Constanten 2, p derart, dass

f(dz, b.!l S(ay, by) .
~2p, T 2p, 0

werde. Naeh 43), 44) lantet diese Bedingung
(A+f=+) p—(1+a)(f—7)p] =0,
und wird erfiillt, wenn man
h= (1) (3—)
setzt, wodureh
(g, by) = w[2afy+a(B+v) — (B—7)"] b,

f(ag; bg) = —p[2aPy+a(B+7)—(B—1)* b,

entspringt. Nimmt man also
. 1
b Sy afr)— =
oder
7t ) (A+a)(B—) L—L(1+pB) M—+—7(1+7)N

’ 2afy -+ a(f+9) — (E—7)*

so wird

Sy b)) =0,  f(az, b)) = —b;,
und da die Summe der Quadrate der Coéfficienten von « und y in f(, y) durch eine leiehte Reehnung = 1
gefunden wird, so schliesst man, dass die Gerade
P = (1+2) (=) L—p(1+-p) M+ (1-+5) N =0
b der That eine gemeinsehaftliehe innere oder édnssere Tangente der Kreise &§,, §, ist, je nachdem b, b,
gleiehe oder entgegengesetzte Zeichen besitzen.
Ebenso stellen die Gleielnngen

Q=a(l+2) L+ 1A4+p)(1—)M—y(1+9)N=0 45)

B= —o(l+a) L+ A+ M+ (1+9)(a—F)N=10 46)
zwei Gerade dar, welehe beziiglich dureh die Punkte #,, 2, gehen und gemeinschaftliche Tangenten der Kreis -
paare (£, $,), (£, O,) sind.
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Die Geraden P, Q, R schueiden sich in einem Punkte. Denn es ist identisch

Q+R
YL 8) M — (1on
5T () H— () N
R+ ;
P+-Q

uud es gehen daher P, @, /2 durch den niimlichen Punkt, in welehem sieh die Geraden
(1+M —+9)N=0
(I+9) N—(l+a) L=0
(1+a) L—(1+p)M =0

schneiden.
Ist

& =@@—u P +(y—o 2 —r1=0
die Gleichung cines Kreises, weleher dic Geraden 3/, N, ¢ nach Massgabe der Gleichungen
M(uy,v)=r
N(u,, ) =1,
Qg 2) = r [2afy+ B (1+a) — (7—=)']
beriihrt, so ist nach 45)

2(1+p£)(1+
L(u,,»)=nr, [i‘lﬁ—)f-(o;—v) _1} ,

und daher der Kreis &, devselbe, welcher den Gleichungen 25), 26) geniigt. Da iiberdies
B (uy, v) = —7[2apy 4y («+F) — («—B)’]
wird, so beriilnt &, aueh die Gerade E. Ebenso iiberzengt man sich, dass sich in die Vierseite
=0 L=0 ©&E=0 P=0
L=0 M=0 P=0 =0

zwei Kreise &,, &, einschreiben lassen, welehe mit den dureh die Formeln 27) bis 30) gegebenen identisch
sind.

1.

Dic wirkliche Construction der Hilfskreise §,, §,, 9, ist nicht nothwendig; viclmehr reicht die Kenntniss
ihrer Mittelpunkte und Berithrungspunkte mit den Dreiecksseiten ans. Um dies nédher auszufiihren, werde ich
mich auf den einfachsten Fall beschrinken, in welehem die Ausdriicke L, M, N innerhalb des gegebenen
Dreiecks positiv, die Quadratwurzeln «, 3, 7 mit dem positiven Zeiechen angenommen werden und demgeméss
die Kreise &, &;, &, innerhalb des Dreiecks liegen.

Es seien p,, p,, p, die Punkte, in denen die Halbirungslinien der Innenwinkel 4, B, C' des gegebenen
Dreiecks A BC die Gegenseiten treffen; m,, m,, m, beziglich die Durchsehnittspunkte dev Halbirungs-
linien der Winkel CBp, und BCp,, ACp, und CAp,, BAp, and ABp,; n,, ny, n, die Fusspunkte der von m,,
my,, m, beziiglieh auf die Seiten BC, CA, AB gefillten Lothe nnd ¢,, ¢,, ¢, dic Punkte, in denen die Geraden
mgmy, mymy, mym, von den Halbirungslinien Ap,, Bp,, Cp, geschnitten werden. Ans einer genaneren Betrach-
tung des Dreiecks », p, g, ergibt sich dann, dass die Verbindungslinie des Punktes p, mit dem Dureh-
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o

schnittspunkte der Geraden Bp, und Am, und die Verbindungslinie des Punktes », mit dem Mittelpunkte des
Kreises R,, welelie einen fnsseren nnd inneren Winkel (oder umgekehrt) bei p, und 7, in dem genannten
Dreiecke halbiren, sich auf der Halbirnngslinie m,m, des Anssenwinkels bei ¢, sehneiden miissen.

Man kann daher den Mittelpunkt des Kreises &, in folgender Weise finden. Man bestimme den Punkt
8,,, in welchem die Gerade o, m; von der Verbindungslinie des Durchsehbnittspunktes der Geraden Ap,, Bm,
mit dem Pnukte p,, oder aueh den Punkt s,,, wo die Gerade m,m, von der Verbindungslinie des Dnreh-
sehnittspunktes der Geraden Ap,, Cm, mit dem Prukte p, getroffen wird; die Geraden n,s, (, nys;y schneiden
sieh alsdann auf der Halbirungslinie Ap, im Mittelpnnkte des Kreises &. Die Geraden #, ¢,, 2, gy 7,9, sind
die gemeinsehaftlichen inneren Tangenten der Kreise &, &,, &; und geben deren Halbmesser. (S. d. Figur.)

Do

Steiner hat die Malfatti’sche Anfgabe in folgender Weise verallgemeinert !:

Drei heliebige Kreise, die in einerlei Ebene liegen, sind der Grisse nnd Lage nach gegeben; man soll
drei andere Kreise beschreiben, die einander berithren, nnd von denen jeder zwei der gegebenen Kreise
beriihrt, jedoeh so, dass aneh jeder der drei gegebenen Kreise zwei von den zu suehenden beriihrt.

Es seien

T (o 2 VA2 —
K =@—a)+y—0)—/4{=0
1\,2 = (.C—(12)2+ (V‘I/M/)g)g— /1; =0
K, = (@ —az)t + (y—by)*— 1 =0
die Gleiehnugen der gegebenen Kreise, von welehen voransgesetzt werden soll, dass ihre Mittelpunkte nicht

in einer geraden Linie liegen, oder, was dasselbe ist, dass der Ausdruek

1 a, by
D=|1 a, b, ’
1 ay b, |
= ayby—ay by ay by — by a by —ay b,
von Null versehieden ist,
& = (e—u,+(y—v,) —r{=0
& = (—u) +(y—v)—r, =
Ry = (x—2uy)* + (y—2vg)* —r3 =0
die Gleichungen der gesuehten Kreise und zur Abkiirzong
’ (g —ag)® 4 (by—by)* — (g — 1g)* = d;
(ag—ay)? ~+(by—b )P — (hg—1)* = &
(ay—a,)* +(by== ;)" — (b — 1) = g
(a— )+ (by—0))* = &*
(ag—ay)? + (by—0,)" = b*
(ay—ay)* + (b —0,)*

2
()

|

so_dass a, b, ¢ die Lingen der Seiten des von den Mittelpunkten der gegebenen Kreise gebildeten Dreiecks
bezeichnen. Die nothwendigen und hinreichenden Bedingnngsgleichnngen der Anfgabe sind dann, abgesehen

1 L.ec. 15.
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. g

von den Auflésungen, wo zwei der gesnehten Kreise einen der gegebenen in einem und demselben Punkte
beriihren,

R (ag, by) = lg+ 20y 7y

R, (a3, b)) = 25+ 27y,

R (a3, b3) = Az 207, 47)

Ry (), b)) =l +2h 7,

RKs(ay, b)) =i+ 210yry

K;(ag; by) = lg—+20y 7y

(ug—1y)* + (rg—2)* = (rg=+-7)*
(g—2)? 4+ (v3—2,)* = (ry=+7y)? 18)
(g —2g)* + (2, —vy)* = (ry=+ry)™
Zur Auflosung dieser Gleichungen fiihrt ein iihnliches Verfahven, wie es in dem Falle der einfachen Mal-
fatti’sechen Aufgabe angewandt worden ist, nimlich die Aunsdriickung der Functionen K, K,, K, und der
Grossen df, dj, d; durch die Unbekannten der Aufgabe.
Aus den in 47), 48) enthaltenen Gleichungen

(ay—ug)* 4+ (by—2y)t = (ry+4,)?

2 0
(=) + (b= = (ry+-1o)? )
(g —ug)* + (2ry—v3)* = (ry=+7y)°

folgt, wenn
1 1 .
ay = — (uy~+ug) +p by = 5 (y+75) +¢ 50)
gesetat wird,
1 ,
PP @ — (ty—uy) p—(29—23) ¢ + T (rg+7y)t= (ry+A))?
2 2 1 2 2
Pt g (gt P+ (oy—2) 4+ (7= (gt )Y,
und hieraus
Y 1
P = by () +- 1 (ry—7y)? 51)
, 1 .
(ty—ug) p+(2y—23) § = — (13— 73) [ Ay + D) (ry+r) |- oZ)
Bildet man den Ausdruck
— (2y—vy) p+ (ty—13) 7 = Dy, 53)
welcher den Gleichungen 50) zufolge nichts anderes als die Determinante
1 a b
1wy 2,
Il w, 2,
ist, und addirt die Quadrate der Gleichungen 52), 53), so wird nach 49), 51)
: 1 :
(artrg (Prg) = Dy (o)t [+ gy
) . 1 1 ¢ .
DY = (ryry)* | i=hy (rg+773) + Y (7'2_"3)2] — (ry—7y)* [}11 T3 ("2""'3)] 54)

=4k vy 7y (hy+ry-1y) ,

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXXVI. Bd. Abhandl. von Nichimitgliedern, bh
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und dureh Auflosung der linearen Gleichungen 52), 53)
1
(ry )t p = —(r,—73) []?1 +5 ("2‘*‘7'3)} (ug—wuz)— Dy (2,—2y)

(ry 7yt g =— (ry,—7y) []’1 -+ ’; (ry '*‘":QJ (rg—23) + Dy (1, — 2y)
‘Diese Werthe haben, in 50) eingesetzt, die Gleichungen
(ryt1g)* ay = (ry=+13) (3 2y 1y 3) — oy (ry—73) (g —43) — Dy (v, —23)
(ry=+19)" by = (1y~73) (13 0y 79 23) — Iy (ry—773) (23— 25) -+ Dy (ny — )
(g7t Ky = (2+73) (73 &p+73 &) — A (13— 79) (R, — &)
1z y
+2D,|1 uy v, | +C
1wy v,
zur Folge. Die Constante C bestimmt man dureh eine der Gleichungen 49) z. B. dic erste, inde m man
X = ‘1(2 ?/ = 1’2
setzt, und findet nach leichter Vereinfachung
C=dhyryry(ry+ry),
so dass also identisch in Bezug auf «, y

(ry+73)* Ky = (ry=+73) (73 K+, &) — &, (ry—73) (8, — &)

1
vy G5)
+2D, | 1 w, vy| +4h ryry(ry-+1y)
1w, v,
wird.
Durch Buchstabenverwandlung crgeben sich noch die Identitiiten
(rg2y) K = (ry+ry) (g Ky+73 &) — Dy (73— 1) (& —&))
1
vy 56)
+2D, | 1 wy vy 4hyryr (r3+7y)
1w, v,
(ry+79)* Ky = (ry=+73) (7 & +7y K) — Ay (r,—7) (&, — &)
. |
lay K1)
+2D, | 1wy v |+ dhgr vy (1),
12, %,
WO
D = 4 by vy 1 (hy=-13=1) 5H8)
D3 =41y r vy (hgt-7,41%). 59)
Setzt man in der [dentitdt 55)
o — y=1,

sowvird sach 48)

17273
+2D A4k ryry(rg+7y)

(PR (e — Qt+23) [(1'24—)'3) i d e vy g — 28 v (rg—ry)*
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oder
(g7 P [N (g, o) — 73 =20y 1y = 4y vy g (hyrabrg) =4 by 7y vy (-1 7)) +2 D

wo A die ndmliche Bedeutung, wie in 14) hat. Um die Fille nicht anszuschliessen, in welchen einige der

Halbmesser %y, %y, 7, gleich Null sind, sei bei beliebiger Festsetzung der Zeichen der Wurzeln |7, |Z,. | 7,
Dy=a b  Dy=A, [k Dy =, [k, 60

so dass also nach 54), 58), 59)
Al = dryry (gt A= drgr (hybrgr) AL = dryr, (b iy)
ist. Es wird dann 15)

> 2 }2
(rg=+7 P [K, (uy, 2)) — 11 +20 7] = r A} rl A% +-254 |2,
1

| ;
=?(rl A +A VR,

oder \
. 1 (r A AR )
Ri(ar, b) =23 —2h 7 "",,l [*‘T‘Q?IJ 61)
und durch Buchstabenvertanschung
8, (ay, b)) = A2 — 2k, 7y + )'1_ [’*A—f”—mj 62)
, ) 1 (r A, AV .
R3(ag, bg) = h3— 2 hgry+ s (_3#) 63)
Um d}, 44, df durch die Unbekannten der Anfgabe auszndriicken, bemerke man, dass identisch
(@y—ay)* =+ (by—03)* — (hy—Ay)* = (t—u,)* 4+ (By— v )' — (hy—+7y)*
+ (13— uy)? = (by—2y )P — (g1
—+ 2[(Ayt1y) (lg~+1) — (g—y) (ag—2,) — (g —2,) (b3—7,]
und daher nach 47)
1 .
B} di = (hy—+r)) (hg+r) — (ag—u,) (ag—2,)— (b,—7,) (by—y) ‘74)
ist. Entnimmt man nun den Identititen 56), 57) die Werthe von «,, &,, a,, b,, so ergibt sich
(rytry)* (@ —2y) = ["1 (hytryrr) — 7y ]?2] (u3—2)—Dy (v3—)
(rgtr)? (By—7y) = [7'1 (hyt=rytr)—ry ]’z] (3 —2,) += Dy (ug—u,)
(ry=-rp)* (ag—u,) = [7' (fg+7y +"z)_7' h ](”‘2—7‘ Y—Dy(2—2y)
(ry+19)%(by—2,) = [7 (g7 =7y — 7 713] (o —2y) +Dy (e, —uy)
und durch Eincetzung dieser Ansdriicke in 64) mit Hilfe von 19)
1 2
Iy (ry79)* (79 df = (7192 ()t (ry = Dg) (7 o)
_ [rl (" +rgt+ry) —r, 7-:,] ["1 (hyt-rg—+7)) ——7'3]11] [7‘1 (fog—try+15) — 1y /23]
+ Dy A[r, (1) — 1y k] + Dy A [y (3 )= A 69)

+D, D, ["1 (ry—rg+rg) —1y "3]-

*bb
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Es set nun, was den Gleichungen 15), 58), 59) zufolge gestattet ist,
A

r (ryryrg) =7y vy ol Ty
(ry~+7g) (7 +779) i (ry+7g) (r+7p) 7
’_'1_(]?2"‘7'3""'1)_7'3}‘2 ol Dy -,
(7y+1ey) (rg+1y) i (ry=hy) (rg+17y) ¥
7y (g7 =7 )__?b — ca ——(7- — ‘;)Er ) = siny.
1) (7 7y

(7 +lz3) (r —+7y)

Alsdann tst

]7 2= (k) (r+lg) [1—cos (p+P—+7)]

g
di = 4(ry+lg) (ry+1y) sz'G_T (p+v+7)

und unter gehoriger Zeichenbestimmung der Quadratwurzeln, wobei |/ Z,, / 1, '\/k; mit denselben Zeichen wie

in 60) genommen werden,

cos L Uy Vrrryrrg sin Lo — Vg Vry

2 o Vg PRENNTS +72\/7;7;

2 Vrghy Vrgry z Vo +hy V"3+"1
cos 5 X = \/7‘_,—\/713_+~__?" == sin l L= V)

Vo by 7,1, 2 l/7 /g \/7 7y

sln—@—r—\ll-!—/) e Vz; Vi’;'*‘"t v—’_z VZ_V]’2+"3+"1 l/bs"_"l“*""z
(ry=1p) (ym-g) V=g Vo ey

V? V2, | Z3+7 41y + |7y \/—/z— VZ2+7'3+7-1

=R g, (
V L (7 —5—72)(71—.—73) Vi -/, VJ +/1

s

VT, —+/, L/r‘ /g

66)

(Wz Vrgrgtry = 7y VEgrg—ry) (Vg Vg rgmrrg 4= Vg Vogmtor 2y

i (ry=+73) (1~ 7y) Vo 2, \/7 /iy

Vo =hy /7, kysin Tl)_ (p+P+y) =
= 7‘2 7‘3 7'3+7‘1

— VRV + [7‘:&:‘%) (radatalhy
g 1

Hienach wird, wovon man sich aneh ohne Hilfe der trigonometrischen Formeln 66) durch eine nnmittel-

hare Umgestaltung der Gleichung 65) iiberzengen kann,

dy = — 2\ \ly + [-\-“V’?J[ dgrA Yy,

i ) .
oAy re—r,

7 +7
Netzt mau also zur Abkiirznng
dy + 2|y |y = p,
dy+ 2/ Ry Iy = py
dy 2|7 By = py,

67)
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s0 erhdlt man die Formeln

1 trz A+A Y /Z;J [5353 +A L@J

Py =

2r, 7 Py P77
o1 [7-3A3+A \//Tﬂ (rt A+AY 72]] : 6]
Py = 2ry7, Ze=70 Tig=t1'g
2 ! (r, A4 WT,} (ﬁﬁﬁs VZ;J
e 27'1 7y B re—t7'g 7’3—1_7'1
6.

Schafft man aus den Gleichungen 61), 62), 63), 63) die Ausdriicke

VY e VR Y N
Tot7g rg—+7, 0

fort, so wird

K (o, by) = k7 +2r (hy~+0)

&, (ag, by) = kg —+ 2ry (hy+m) 69)

K, (ag, by) = k2= 2r; (hg+n),
wo zur Abkiirzung

PPy __ 2h, =1
P

PaPr__9p, —m 70)
P

P1Ps %y =n
P3

gesetzt worden ist, und es kinnen die Gleichungen 69) statt der Gleichungen 48) in Verbindung mit den
Gleichungen 47) zur Bestimmung von (u,, 2, 7)) (%, 24, 74) (%3, v;, 7,) dienen. Maun hat dann den Vortheil,
dass die Bestimmungsstiicke der drei gesuchten Kreise von einander getrennt sind, und erhilt die auf den
Kreis &, sich beziehenden aus den Gleichungen

R, (ay, &) = %+ 2r (A1)
&, (az, i) = ﬁ';-i— i Ui, 71)
&, (03, 63) = }zg—f— 27, 113.

Um diese Gleichuugen aufzulgsen, sei

K=(@—fl+@y—9f—#=0 2
die Gleichung des Kreises, welcher die drei gegebenen Kreise K, K, K, senkrecht schneidet, so dass also
K\ (f, 9) = K,(f, 9) = K;(f, 9) = 73)

ist, und man setze
& — K =2r, (N, 2+B,y+GC,).
In Folge der Gleichungen 71), 73) geniigen dann dic Coéfficienten 9f;, B, €, den Gleichungen
a, Uy +b, B, +C, =k, +1
a, W, +b, B, +C, = Ay 74)
a, W, +5,B,+ €, = 2y,
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durch welche sie vollkommen bestimmt sind, und es ist identisch

& = K+2r, (U z+B,y+C), 75)
also namentlich
wy = f— U7y vy =g—B 7. 76)
Zur Bestimmvug des Halbmessers », dient die Formel
— & (2, 2,)—1i =0,
aus welcher durch Einsetzung der Werthe 76) in die Identitiit 75) dic qnadratische Gleichung
Pt —=2Q,r,+2=0 )
entspringt; hierin ist zur Abkiirznng
W+Bi—1=F
Af+B,g+6C =
gesetzt worden.

Auf dieselbe Weise findet man
K=K+ 2r,(WAyc + B,y +C,)

u, = f— 1, Wy v, =g—r, B, )

ey —20Qyr,+ k=0 79)

K = K-+ 2r,(Azz+ By + €,) 30)
uy=f—r3U; vy =g —; By

Pyt —2Q,ry+1*=0, 81)

WO
a, Uy +-0, By + G, == I,

a, Ny + 0y B, + €, =y +m 82)
(139[2—’_]‘3%2_"_62 = ]’3
W+B,—1=1,
A f+Bg + 6, = ¢
ay Wy =+, B+ €3 =4,
ay g0, By +C3 =14, 83)
ANy, By + 65 = lg—+n
2 2 — ]
W+ R —1=1T1,
Wy f+ Byg+ Gy = 05
Es bleibt noeh zn untersnchen, welche Wuizeln der gnadratischen Gleichungen 77), 79), 81) einander
zuznordnen sind, damit den Gleichnngen 48) geniigt werde. Um jede Unklarheit zn vermeiden, will ich an-
nebmen, dass keiner der Ausdriicke 7, I, I’; verschwindet, dass also die genannten qnadratischen Glei-
ehnngen je zwei endliche Wurzeln haben und keiner der gefundenen Kreise in eine Gerade ausartet; ecin

solcher Fall kann als Grenzfall beirachtet werden und bedarf keiner besonderen Bebandlung.
Zur Auflosung der Gleichung 77) ist vor allem die Kenntuniss des Ausdruckes

i —2 P = (Fyn— Q)
nothwendig, welcher in folgender Weise gefunden werden kann.
Den Gleichungen 74), 76) znfolge ist
(ty—a) W+ (0, —0) B, + 2y + Iy + 1+ P — Q=0
(sry—ay) Ay~ (72, —0,)) B, 4+ | + 1y + DI, —Q =0

(ety—ag) Ay —+ (2y—bg) By~ 7+ lg +Drn— 0 =0,
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woraus; dureh Beseitignng von 9, B,
w—ay, vy —byy b+ 1+ P — 01:

' . ) | =0

U — Gy, 0, — by, v by +Pir—Q ’

Uy — @y, v, —b

39 T'q R + P —

oder
ug—ag, v, —b , v +h 41

—D(Pyr,— Q)= |y —ay, v, —by, r 4 hy
w—ag, v, — by, 7+ Iy
cntspringt. Durch zeilenweise Multiplication ist nun

w—ag,v,—b,r +h+1|a—u, b—v,r +h +1

D Pyir— Q) = | uy—ay, v, — by, 7+ hy ay — g, by—vy, by
| uy—ay, vy —by, 7, A, ay —uy, by—wy, r + Ay l
Ay
= v p X
Xy

wo auf Grund der Gleichungen 71), 70)

A= (r~+h+1P— (v —a )} —(v,—b)* = “;211)3
1

= ]);)1;3 [d2 d;+2 L/}I—l (dz ﬁf" dy ‘/j’:;“':‘dx V]Tt)]
1

o= (ry=+hg)* — (uy— ) — (2, — ;) = 0
v = (r~+hyf — (y—ag)* — (v, —b5)* = 0

N = (ryhg) (ry+lg) — (ag—2u,) (a5 —2)) — (by—2,) (b3—,)

1
=5

p = (ry+hy=+0) (r=lg) — (@, — ) (ag—2;) — (B, —2,) (65— 2,)
1

1
9 di+ El (hy—hy)?

= (ry=hy=-1) (ry~-ng) +
1
) [(oty—ay)* (2, —b,)* + (2 —a3)* + (v, —b5)*]

1

1 . - _ .
= ;jf [§ dy dy—~ 7oy (dy | oy +dy [ Ty — d, l//zl)J
vi= (1A -0 () — (4 — @) (0, —ay) — (2, — b)) (2, — ;)

1
='2*d§+[/lz

] - .
— % [-7 dy dy—+ Vi, (dy V1 +dy Vlz‘* — l/k')}
g L= |

ist. Hiernach wird also dureh Entwicklung der Determinante
DY Qi —1AT) = X (2u v'—24%)

=2l & (g A - d, iy dy V) S84
1 )z
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und dnrch Buchstabenvertauschung

D Q3 1) = 2L 0, VI — By -+, V) 85)
D*(Q2—IPy) = 1’11)2 td; (d, By~ d, [ hy—d, [[F). 86)

Mit Hilfe dieser Formeln ergeben sich fiir die Wurzeln der Gleichungen 77), 79), 81) die Ansdriicke

_&_{_ dy (—=d, by +dy 1y +d, V2, V]’21’3

T DI, 2p,
]2_2 = dl (=4, VE -~ dy [l + dy l/]z;) V])gl’;;
7.1 T D 2})1
7 =;Q§—+—d2(d‘ V}z — V2, +dy I/}I'D [/]1])
? 2 DI’ 2p, 87)
_72_2 — 0, — d, (dt VT, —d, V/?; —+d, l//zg) [/])3171
G * D 2P,
v G (VA dy h—dy V) |/ iry
3 P:; Dr, 2p,
A 0. — {3@1 Kllx 4, ey —d W"a) L1 Py
7, D 2p;

worin die Quadratwurzelzeichen doppeldeutig zn denken sind.
Setzt man nun zur Abkiirzung, nnter u,, 2,, u,, v, u,, », die Werthe 76), 78), 80) verstanden,

(uy— wg)? 4= (2g—25)* — (ry+13)* = 2V,
(ug—2, P+ (2g—2 )P — (r3+7 )P =2V,
(ey—u )2+ (0, —2,)F — (1, +7,) = 2V
D(Q, Qy— 22 (A, A, ~+B, B,+1)) = D,
D2(Q, Q—7* (A A, +B,B,+1)) =D
D2(Q, Q,— 72 (A, A, +B, B,+1)) = D, ,
so ergibt sich
2V, = Pyri+ Pyr2 —2(W, W+B, By—+1) 7,75,
und mit Hilfe der guadratischen Gleichungen 79), 81) so wie durch Buchstabenverwandlung
V= Qury+ Qgrs— (W As+B, B,+1) ryry— A2
Vo= Qyry+ Qyr;— (Wy A, +BVy B, +-1) ryry — A 88)
Vo= Q7+ Qyry— (W Upy+B, By+1) 7y — 1%

22 omn (£ a)[ g

fr2 7y
272 2
2y a2 a)( )
757 42 7
D22

o —02(7—0,J[——QJ

Ty 7 1

Damit also die Gleichungen 48) bestehen oder die Aunsdriicke v, V,, ¥, verschwinden, ist unter der
Voraunssetznung, dass 2% nicht gleich Null ist, nothwendig und hinreichend, dass
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(2~ —a)=s
D, D*[.ﬁ _03J (742 Q‘.) N
S L

7

sei, welehe Bedingungen durch Einsetzang der Ausdriicke 5*‘7) die Gestalt

3 (dllll—(d, //1 _d ‘/]ls)z) V[J;Pl }‘J?,pp’2 — 3,
23

dy dy (’]g by —(dy /':;_dl ,;//‘1)2) VI)I - ])zP =39, 89)

dydy (8200, — (d, [ hy—d, 1)) l/”?” 1’;)7’ =9,
- 2

annclimen,

Zur Bestimmung von @, hat man die Identitit
2D = D=1 Py + DA (G — 12 Iy) —D*(Q;— Op)?
90
+ D22E(U,— )2+ D* 22 (B,—B,)P— LD A )

und erhilt die Bestandtheile der rechien Seite der Rethe nach in folgender Weise.
Nach 85), 86) ist zuniichst

)

DY Qy—7*P) + DX Qi — WP 1) = {Padz (4, ‘/]'1 —d, V/*"z +d, Vl‘s) — Py dy(d, l/]’; +d, ‘/112_ d, !/713)]2

< P2 Ps

- py dydy (2 by — (dy [ Doy — dy [ 1r,)?)
91)

=p, A, d, <([;2/'l —-(d, 1}’/7’2 —dy l/]‘s)z)

D] ! . - . R
=L (d, by — d, ) (d, d, +- Vi (—dy [l +d, Iy +dy )"

P2 P2
Ferner ist
b ay—f, bi—g, 4
DOzz) a, bo—q, hy—m
! @S by—g, kg
f: by—g,
DOy=| ay=f, b=y, hy
| ag—fs by—g, hyt+n

und daher

‘ "l_.f' bl_[/7 0
D(Qu— Q) = | ay—f. by—g, m
tta—f, by—g,—u

I a—f> by—yg
ay—f, by—g

sowic durch zeilenweise Multiplication aaf Grund der Gleichungen 73)

_./.7 i’|—.’]
as—f, by;—g

= —m l —7n

Denkschrifien der mathem.-naturw. Cl. XXXV, Bd. Abhandl. von Nichtmitzliedern, ce
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D? (Qz— Q3)2 = m? 1
WA 9 (/}f+/}§—l;z), - R

. ‘ 1
| =03, 112+§(//f+lz§—cz)
—+-7n
1
B (R —o®), B A
1 2
| 1
NS I — (h-hi—b?)
+2mn -

2 2 ] D p
W (R himc?), W (RE4-hi—a?)

Da aber | d
3 BBt I = | pydi(d—2 VI, )
%'(;,H/,;_czy-’_ W0 = i Py di(dy—2 Vb, hy)
;11 (K2 —-h2—b?) (hi-hi—c?) — ;/,3(/,§+A;_(,2\ = 4‘1 &2 d2 — l Iy (= d2 by~ d2 oy 4= 3 o)

ist, so ergibt sich durch Entwicklung der Deteiminanten

D*(Q,— Q)2 = [m*b2 4= 2% & - mw (DP~-c*—a?)| A*

1 1 N —
— 4 i g d2 (dy—2 V2o, Vi) — 4 2t pydi(d,—2 Vi,V k) 92)
. |
— [ b (= iy )

Aus den Gleichungen 82), 83) folgt durch Subtraction
a, (W —A) + b, (B,—B,) +E,— ¢, =0
ay (U —Ay) 0y (B, —B) +- 6, — Cy=m
a; (Ny—A,) +6,(B,—B,)+ 6, —C, = —n,
und. indem man diese Gleiehungen auflost,
D (A, —A) = (by—b)) M+ (by—b,) »
— D (B,—By) = (ag—a)m~+(a,—a)n 93)
D2 (A —A,)? = D* (B, — V.= 0t b2 4 0* - (B +-c* — a*) mn.
Der Ausdruck fiir das Halbmesserquadrat 22 wird einfach durchi zeilenweise Multiplication der beiden

Deterinanten

0, o, 0. 1

Dt — ay—fs by—g, =0 =ty
ay—f, by—y, — 2, —h,
ay—Fs by—g, —4% —ly

Lo, 0, 0,
- ay—fy =g, 1, Iy

a,—1, by—y, 1o/

ay—f. by—g, L, /Ay |
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erhalten. Es wird niimlich unter Berticksichtignng der Gleichungen 73)

1, =k, —hy,  —h

3
1 i
by, 0, — jdy,— 4
DE e — — . 1
hyy — ,d3, 0y, — -')df
1 I,
sy — " d;,— - di, 0

ADP = ¥ 2 A2 d A A IR I

94
——2(13 d; /12/(3——2([; t,/f oy I, -—Z_’([f (Zg Joy fry. :

Setzt man ans den Gleichungen 1), 92), 93), 94) die rechte Seite der Gleichung 940) zusammen. so wird

il

b

2®( = ‘/2 (]:l (’/? 'I’l—((lz !/’/’2—'([:: 'v" /":;)2) == Pals

wo [ zur Abkiirzung den Ansdruck
2p, (dy /By~ Vleg)? (dy s~ VI, (-=dy V By, | Ryt Vi)

1 ) = =l
-+ 1771,21)51)3 A2 (dy—2 by | g) + 4 Wy prdi (d,—2Vk, V hy)

~+ mn l) 41% d;——/:' (——(/f ey d: /zz—r—d.§ ]’;'.)J P2 3
(3 0 B & B d T 23
2p, pa (A2 dE kg oy~ d% d? by h, ~+d¥d? Ay hy)

bezeichnet. Von diesem Ansdruck ist es leicht, ohne denselben zu entwickeln, zu zeigen, dass er identisch
gleich Null ist. Man setze ndmlicl fiir cinen Angenblick in demselben

dy/ %, = 2a dy | Iy = 25 dyhy = 2y
V}"l ‘//“2 lv/}’—, =t
Es geht dann /1 ohne jede weitere Entwicklung, wenn man sichi an die Bedentungen 67) 70) der Zeichen

. 64 N
Pyy Pas Pg {, m, = erinnert, vou dem Factor - —— abgeschen, iiber in
by byl Iy [y

t (t-+a) (B—)? Py +t(—a+f+7)*
+ B2 (t) (B—1) [(t-) (t=-7) — e (¢=+B) "+ 2 (¢ +B) (7 —2) [(t+a) (t-B) — t ()
- [(bmr) () — (- B)] [(60) () — £ (b)) (28— £ (Bt —a2)

29%a? - 20 ﬁz))

— (1) (o) (42 2 8 (o — 257
a der Coétficient von ¢* 1 dem vorstehenden Ausdrucke, namlie
Da der Coéffici “in d tehenden Ausdrucke, nimlich
(B—* (B — ) — B a—fpty) = 1 2 (B — ) (a2~ (B )
__ 2&_@'4__,#_,_252,,2_4_272 a2+:_)a2ﬁz

gleich Nnll ist, so ist dieser Ausdrnck eine ganze Function dritten Grades von ¢ und es ist leicht festzustellen,
dass derselbe verschwindet, wenn statt ¢ einer der Werthe

ce ¥
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gesetzt wird. Derselbe muss also identiseh versehwinden und man hat
1 ‘[ \
D=, d, d, (d% by —(ely lv//‘f‘d;; V /‘3)2) )

sowie durch Buchstabenvertausechung
1 : :
D=, Py 4 d, (dg by —(dy V g—d\ V 1))
1 . ;
Dy=r 4 9 (dg hg—(dy Voy—dy \ 1)) -

Durch Einsetzung dieser Werthe in 89) findet mau als nothwendige und hinrciechende Bedingungen des
Besteliens der Gleichungen 48)

l/j?s pol/ripe 1

215 2p, o I
)'1 2’2 )’2_1’::_ 1
V 2p; 2p, 2 I

—

1—)21):; V]'x]’; .
V S, 2p, 2 e

e 1 1
VI'““:'I \/9’1)11‘21’3

welehe erfiillt werden, wenn man

2, ) ' 2
Psy 1 V]
V Sy, = g 2 Pl
V[J 1' 1 '/1 :
V 5]’: == ‘1; 5P Pa Py

setzt und unter |/ _1)_1,11)21)3 iiberall denselben Werth versteht, so dass fiir die Halbmesser der gesuchten Kreise

<

cine der folgenden Formelgruppeun gilt:
d - 1
DP r, =D + 1)‘ (—d, oy 4=y oy —+dy | ) \/;, PyP2 D3
. 2

d oo . 1
DPyr,=2DQ,+ ;)2 (A Vley —dy by - dy \//13) V»_) PiPe 3

2
X 113 - - Vl
DF,r,= D@+ " (d, L//z, —+d, ]//12— A \/113) =D Pol’s
g )
; T 95)
DPry=1D0 — ;,l (—d, Ly’: +d, Vf/’; ~+dy V’./’:;) VQ‘ Prla s
1

/ S _ . 1 -
DPr,=1D 0, — Uy (A Vg —dy V fey +dy l//13) V2— PiP2 Vs

e
d A -S|l
DPyry=D0Qy— ;:’: (Y by —=dy |y —dy | D) V.) PP l's
A 2

Wenn 42=0 ist oder die gegebeuen Kreise A, K,, K, sich in cinem Punkte schueiden, so haben die

quadratischen Gleichnngen 77), 79), 81) je cine verschwindende Wurzel, welehe drei Wurzeln auf Grand der
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Gleichungen 88) cinander zuznordnen sind, nod es ist leieht ans dem allgemeinen Fall zu sehliessen, dass
die andern drei Warzeln

20, 20, 20,
» b
J2 i, VA

den Gleichungen 48) Gentige leisten.
Ans den Formeln 95) folgt leicht, dass die Anzald siimmtlicher Auflisungen der Gleiehungen 47), 43),
wenn auneh negative Werthe der Halbmesser 4, 7,, 4, zugelassen werden, im Allgemeinen 64 betriigt.

~

(.

Pliicker! geht behunfs Anflosung der in den Absehnitten 5 und 6 hehandelten Anfgabe von drei sich
von aussen beriihrenden Kreisen &, &,, &, aus, counstruirt drei Kreise Ay, ,, A, von gleichen Halbmessern,
von denen K dic Kreise (&, &;), I, die Kreise (&,, &) und K, die Kreise (&, &) von aussen beriihrt, zicht
die drei gemeinschaftliehen iunerenTangenten der Kreispaare (&, &), (&, &,), (&, &,), beschreibt drei Hilfs-
kreise $,, £,, $,, von denen der erste den Kreis A, von anssen und die gemeinschaftliehen inneren Tangen-
ten der Kreispaare (&,8,), (&, &,) auf der entgegengesetzten Seite wie &, beriihet und die beiden anderen
eine iihnliche Lage in Bezng anf A, und A, haben, nnd hehaunptet, dass die Potenzlinien (Chordalen nach
sciner Benennung) je zweier der Kreise A, K, N, gemeinschaftliche innere Tangenten der Kreispaave (9, §,),
(£, 9), (£,,9,) sind.

Um diese Behanptung, welche Pliieker ohme Beweis aufstellt, zu priifen, scien

&K, _(¢—?el)2+(7/—?v )2—7f 0

R = (e—w )4 (y— )t — 1t =10

K. _(z——?z)—f—(‘/hz) 1§
I\I = (a‘—al)z —i—(‘l/—/)l)z—-llzl =
Ky=(c—a)! + (y— b )} — 2= 0
Ky=(x—a?+ (y—0,)* — k=0
H = (r—a)* + () — =0
Dy = (@) + (y—Lp)'— 3 =0
9y = (@—ay)* +(3—Lo)*— p5 =10

die Gleichungen der Kreise &), &,, &, K|, ,, K, und der Hilfskreise $,, §,, $,. Es finden dann ansser den
Gleichungen 47), 48) noch neun Gleiehungen fiir die Hilfskreise §,, £,, £, statt, von denen nur die anf den
ersten derselben sich beziehenden hergesetzt werden sollen:

=¥

R, (o, By)— Ka (25 By) = 2p, (1)
& (o B)— K (e, By) = 2oy (ry+1g)

K, (2, B,) = 20, by + 2. 97)

96)

Bezeichnen r, u, » den llalbmesser und die Mittelpunkrseoordinanten des Kreises, welcher die Kreise

&K, &, K&, senkreckt selmeidet, so dass also

Ra (,(’ r) = Rg(}h v) S Rs(“v v) = 2 = G

7y 1=y

ist und werden die Bezeichnungen der Abselmitte 5 und 6 beibehalten, so kaun man in dew vorliegenden
Falle immer A, /%, |/, V7, positiv voraussetzen, und wenn man annimmt, dass die Kveise i), I,, I, unter

1 Analytiseh-geometrisehe Aphorismen, VI, 2, im (1. Bande des Crelle’sehen Journals fiir Mathematik.
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den zwei moglichen Lagen eines jeden diejenige haben, in Bezng aut welehe die Potenz des Punktes (u, v)
(fiir diese Kreise) die grossere ist, so miissen aueh A, A,, A, positiv sein. Man erhiilt niimlich die Potenz des
Punktes (u, ») in Bezng auf den Kreis K, wenn man in der [dentitit 55)

£L = .[/ — A
setzt. Hiedureh entspringt
[ 4/
20 b 7
K (v, v) = r?—+ ) “y ¥, .-
(ry—+13) . a7
213 13
und da nach 37)
1« 2 ]
1 ™ e 291 3(7y7g)
2 = A
| 7 7y
ist, so wird
. : dhyrgry  drir, r
K, (u, r) = r2- 200205 20l A Ay 98)
o= Vi3 ("2"—'3) A\

und man sieht, dass der grossere Werth der Potenz A («, ») dem positiven Werthe von 3, entspricht. Glei-
cherweise muss man 3,, &, positiv annehmen, damit, wie es die Pliicker’sche Fignr erheiselt, K, («, »),
K, (u, ) grilsser anﬁtallen, als fiir die zweiten miglichen Lagen der Kreise K, A,

Uberdies ist unmittelbar ersichtlich, dass g, 4, » in den Formein 66) dicjenigen Winkel sind, welche
die von dem Mittelpnnkte des Kreises & naeh den Mittelpunkten der Kreise &, und &,, K, mnd &,, K, nud
R, gezogenen Halbmesser beziiglich wmit einander bilden, nud dass also fitr die Liingen a, 4, ¢, der Seiten des
von den Mittelpunkten der Kreise K, A,, I, gebildeten Dreiecks nach 68) folgende Formelu gelten:

_ 41
a=2Yr by, 4, sin© _,)+/
= — 2Ty Vi, +- [AW' )| AM ey
2ryry 7y ",
b=—2\h, 1,/";,1+0;'A [y 1] A Iyrry ] 99)
' =3ty 7=t /2+)3
c:—if‘,fz;"/@—;—___l { ‘//z 7y J(A 11—0—/ A, ]
...7'1 ’y

2—0—?3 3—0—/

Setzt man daher
/[l == //2 = /13 = (/
und znr Abkiirzung

~y —t—/‘2+9‘3 = 8

L/d's e 1//4(([+)~2+7-3) -

7'2—1—1'3 q'
\.f N
V ds + | 2((l+73—+—/ i —,
2
3—!—7
Vds + | o (A7)
 — ==,

ryry
<o hat man in Folge der ans 60), 54), 58), 59) entspringenden Gleichungen

DS T
A =Zsriryr,
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A, =2/n ’Kd‘*‘"z"_"z)
3, =2V 37y (A1)
A, = 2Yr @ ),
nach 93), 61), 99) die Formeln
K (0, ) —2* =41y, V
K,(n, v) —r* =4dr;rq, '/d 100)
K,(u, v) —1* =4dr 149, l/’l
$
K, (uy, ) —r} 4+ 2dr, = 4,7, q; 101)
a = —~2(j+27‘1 r
b:—?d—f—?/'z!]:‘z]l 1(}2)
c=—2d+2 7300y Jor
Dies vorausgeschickt, gentigt man den Gleichungen 96) durch die Werthe
% = u, + (1 -+ f_’ J (u—u,) Em=—", —4—[ 1+ ‘:' ] (r—2,), 103)
. 1 : t
durch deren Einsetzung in die Gleichung 97) fiir ¢, die quadratische Gleichung
. 2 o
7'2[1 -+ f:’J + (K, (2, ©) —1% — (K, (,0 2,) — 12 +2dr)) [] —+—‘r‘J
5 1
+ K, (u,, 2))—7rj+2dr, =0,
oder in einfacherer Gestalt nach 100), 101)
. 2 -
’_'[1+P.L] _49,(7,—[/_‘1,_J(1+"’1J+473=0 104)
s "1 ; s 7y

hervorgeht, welche wegen der Identitiit

- 2.2
d "y i =
= % e
[q‘ V?) s s N
immer reelle und iiberdies positive Wurzeln hat.
Die Gleichungen der Potenzlinien der Kreispaare (K, &), (A, K}) sind

K, —K, =0 K, — Kk, = 0.
Um daher zu untersuchen, ob diese Geraden von dem Kreise , beriihrt werden, hat man diec Ausdriicke
i 2] T 2 g 2] "~ IS
Ky (e B)— K (o By), Wyleye 5)— K (2 £)
zu bestimmen. Da dieselben linear sind, so hat man nach 103)
. - - 84 /- . ) g - -
Ky (2 B)— Ny (2, 3) = { ! +; ] (.1‘2 (0, 2) — K (#, 2)) — ,.l U‘z“‘v ) — A (g vl))
1 1

und nach 100), 47), 101)
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) : d
=4r(" —"270) [1 - f:] Vs

4y ¢t f' —ddp,.

1

Zieht man
200, =g, (—4d+4dr39,9,)

ab, so entsteht

7 a 5 7 IO l
K,y (o, B)— K (2, B)—2cpy = 41301 9,— 72 p) [[] +,:J ll/; _(h) "‘91}.

Mit Hilfe der quadratischen Gleichung 104) ergibt sich eine weitere Vereinfachung, so dass

2
a v/ “ . s "_ v/
Ky(ey B)— K (o B)—2cp = :(/ S(ryqy — 4o) +£.1 ]
sq !
und nach 102)
1 b -
= u[ -+ J(, )
wird. Ebenso wiirde man
Ky(apy p)— K (o B)—2bp = - 9d ( I (”—'I)

finden.
Aus den Gleichungen

Ky (2 B)— K, (2, B)) = 2egy + 7= f‘” {1+-1, (b—a)
2 PR
Ky(ay, B)— Ky (2, &) =2bg + c2d ( '*":J (c—a)
2 0.\
Ky(oy ) — Ky (e By) = 22+ —— ( I +;_:] (~—b)
K, a, r32>_1"2 (“2* Co— 2e "2"‘;29 [1 +/’2J2(“—b)
' a—+2d P,
Ky (ag B3)— Ny(ag 3;) = 20 o,]—f—-—# (1 e ‘63]2 (t—e)
At ‘ R & e a—+2d _ G

Ky (o £3) — Wy(ay By) =

tolgt nun, dass die Behauptunf" Pliicker's nur in dem sehr hesonderen Falle zutrifft, wo das von den Mittel-
punkten der Kreise K, A, K, gebildete Dreieek gleichseitig ist. Sind ndmlich @, 4, ¢ nicht alle einander
gleich und etwa a>b, so wiire in Folge der vorstehenden Gleichungen

Ky (e By) — Ky(2p Po) =20y,
wogegen die Berithrnng des Kreises $, mit der Potenzlinie der Kreise A, &, die Bedingung

K (2 By) — Ky (2 £y) = == 2ep,
erheischt.
Die Construction, welche Pliicker, aut die obige Behanptung gestiitzt, fiir das aut drei Kreise von
gleichen 1albmessern beziigliche Problem eutwickelt, sowie anel die ans derselben durch Umgestaltnng
wmittelst verkehrter Leitstrahlen hergeleitete Losung der allgemeinen Anfgabe sind daher im AHgemeinen un-

riehtig,
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V2l

Es seien
&, = (”C'_“l)z_’_(!/_i'l)z-"f =0
R, = (x—u)* + (y—ry)! —r; =

R; = (z—uy?+(y—2y)*—r3=0

die Gleichungen dreier Kreise, welche irgend einer der 64 Losungen der Gleichungen 47) und 48) entspre-
chen, nnd

& = (e—u)+(y—2)t—r* =0
die Gleichung des Kreises, weleher jene senkreeht schneidet, so dass
& (2, v) = & (¢, v) = K3 (u, ») = +*

ist. Es soll unter Beibehaltung der Bezeiclmungen der Abschnitte 5 und 6 und in der Voraussetzung, dass
kemer der Halbmesser 4, 4,, 4, gleich Null ist, untersucht werden, ob es, wie die Steiner’sehe Construe-
tion ! verlangt, drei Kreise @, ¢,, ¢, (welehe anch zimm Theil oder ganz in Gerade aunsarten konnen), gibt,
welehe beziiglich die Kreise &, nnd &, &, und &, & und &, in deren Bertilrungspunkten berithven, durch
dieselben zwei (reellen oder imaginiiren) Punkte gehen und iiberdies die Eigenschaft besitzen, dass drei

~

Hilfskreise &,, £,, $., welche beziiglich die in den Gruppen

3 P )
K, Q,

K,

2

enthaltenen Kreise beriihren, auch je einen Potenzkreis der Kreispaare
(K,, K,) (K, K,)
(Ky Ky) (K, K)
(I, K)) (K, K,)

beziehungsweise berithren. Dass solehe drei Kreise in der That in dem Falle, wo die drei gegebenen Kreise
K,, K, K sich in einem Punkte schneiden, existiren, geht unmittelbar ans der Umgestaltung der Figur,
welehe durch die Auflosung der Malfatti’schen Anfgabe fiir das geradlinige Dreieck mit Hilfe der Steiner'-
schen Construetion entsteht, mittelst verkelrter Leitstrahlen hervor. Unter den Potenzkreisen zweier Kreise
sollen allgemein diejenigen zwei Kreise verstanden werden, welche durch die (reellen oder imaginiiren)
Durchschnittspunkte jener gehen und die bheiden x‘ihn]ichkeitspunkte (den iusseren nnd inneren) zu Mittel-
punkten hahen.

Bezeichnet

=@

dic Gleichung der Geraden, in welcher die Mittelpunkte der Kreise ), @, @, liegen sollen, so sind dic
Gleichungen der Kreise (eventuell Geraden) Q,, @,, 0,

G” 93_G”,RZ=O
G/NRI_ G/ ﬂs — O
G/ \@g— GN R’ f— 0,

t Einige geometrische Betrachtungen (15) im 1. Bande des Crelle’schen Journals.

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXXVI. Rd. Abhandl. ven Nichtmitgliedern. dd
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wo zur Abkiirzung
G(uy, v)= G (e, ) = @ G (ug vy) = G
gesetzt worden ist. Es seien ferner
$, = (z—a)*+(y—1b)*—b=0
§, = (x—a) +(y—b)* —§; =0 105)
93 = (z—a;)*+ (y—by)*—bh; = 0.
die Gleichungen dreier Hilfskreise &, £,, 95 von welchen der erste die Kreise K, ¢,, ¢; nach Massgabe
der Gleichungen
G" & (ay, ) — G &, (8, b)) = (G" = GG} +2(G" |+ G'ry) by
G &, (ag, b)— G' & (a, b)) = (G"—G)b} +2(G""r 4+ G'iy) b
Kl‘(a,, b)) =00} +22b; 107)

106)

beriibrt, wiihrend fiir die iibrigen iibuliche durch Buchstabenvertauschung herzuleitende Gleichungen gelten.
Da sich die Gleichungen 106) auch in der Gestalt ;
G (9 (2, '2)_7'2 -+ 2 b) = G” (9 Oy (g, v) — i — 27y bi‘
a (% 9y (g v5) —73+2730)) = G (9, (w, v)—1i—2r, I):)
schireiben lassen, so sehliesst man aus denselben
9, (g, vy) =r{+2r b+ G
9, (ugy vy) = 13—27,0, +eG” 108)
§, (g vg) = 13— 273l -+ G
Wird nun
9, (x, ) —K (=, y) — < G(z, y) = F(=, y)
gesetzt, wo F in Bezug auf @, y vom ersten Grade sein wird, so ist in Folge der Gleichungen 108)
F(u,, v,) = 22, ‘
F(uy, v) = —27,b,
F(uy, vy) = —2r,b,,
und daher identiseh

P(ay) = i (®—&)

9, (=, J)—(l—f—b'J giﬁl—i—s(}. 109)
1
Zur Bestimmung von ¢ nehme man in dieser Identitiit
v=q  y=b;
es wird dann, da nach 107)
$, (ay, by) = 20 b~ 13
ist,
2/zlf)1+h§=(l+,’]ﬁ(al, b)— s%(a,,b)-e-eG(a,,b)
1
= (1+I’—] (K, (u, o) —r* +12) — (K1 (g, v))— 12+ £2) +€G (ay, by) 110)

]\'J“

—eG(a,,b,):(l—l— ](K (, v)—r’)——(Ix (g ) — 72+ 2Ry,
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Nach der Bestimmung von ¢ liisst sich der Halbmesser b, ans der Gleichung 109) herleiten. Man erhilt
fiir denselben eine quadratisehe Gleiehung, so dass es also zwei Kreise §,, $, gibt, welehe den Gleichungen
106), 107) geniigen.

Es bleibt nun zn nntersuchen, ob bei gehoriger Wahl der Geraden ¢ einer der Hilfskreise §,, §; die
Potenzkreise

hyKy—hy K, =0 hyW,—h K, =0 111)
berithrt. Es ist auf Grund der Identitit 109)
Ky(ap b)) = 9, (v b)) + b7 —
(o be b o S p——
= [1 -+ 1_: J K (ag, by) — ,,: R (g by) G (ay, by) + b — 43

= b} — 26, ~y+ {1 +?:J (K, (2, v)— %) ¢ G (ay, b,
Setzt man daher znr Abkiirzung

K, (x, 0)—»* =1,

1\'2 (lt, 7’)— = 1ty
K, (u,0) — 71420k =m,

80 wird
Ky @y b)) = 07— 20,y | 1 +?:J ¢ G (ay by)
und mit Hilfe von 107)
By Ky (ayy 0) =y K, (agy 6,) = (hy—hy) b2 — 4%, by by ~+ h, 2, (1 +?:J s G (0 by).

Da aber nach 98), 61)

dry /Iy ["l 4,+24 Wl]]
A\ 7y 7y
- =%,,),‘3,1V/ 7y A, —!—.l/]z]
: A - ray
m, = l ("1 A +A V}11J2
| Zisltn 2 ,
und demgemiss nach 68)
b g dy— — Ah By L™

2
y )I1

ist, so ergibt sieh

hy K, (ay, b)) — 2y K (0, 6,)— (hy—Fy) b} — 2, \/72—1 W’_z dy
hyn b b
= ;l 2 [”’l (1 +;:] —m, ;:] —f—]Z' 3 G ((l;_,, b?)

und naech 110)

e, & A
== (n, G (ay, b)—n, G(ay, b,));
ebenso

. . /
hy Ky(ay, b)) —A K (a,, by) — (A —ly) b — 25, Wﬁ Wls dy = %f(”n G (ag by)—ny G (ay, bn))'

dd *
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Wiihlt man also die Gerade G so, dass die Gleichungen
G(ay, b)) =n,
G (ay by) = =, 112)
G (ag by) =,
stattfinden, so wird
hy Ky (ay, 0)— %y K (0, b)) = (y—2,) bi +2b, d, Vi,
ky K, (ag, b)) —A K (a, b)) = (by—1y) i+ 21, d, V', V.
Diese Gleichungen driicken aber aus, dass die Kreise &, , $, dic Potenzkreise 111) beriihren; denn stellt

die Gleichung
fy Ky— 7, KKy =0

eien Kreis dar, so ist dessen Halbmesser (vom Zeichen abgesehen)

— A VA,
hy— oy
in dem Falle hingegen, wo %, =14, ist, oder diese Gleichung einer Geraden entspricht, ist dic Summe der
Quadrate der Coéfticienten von &, y

= 4 ][1 ]lz (1:'; .
Dic Gleichungen 112) driicken aber anch die hinreichenden Bedingnngen dafiir aus, dass die Hilfskreise
Doy O 9, O, beziiglich die Potenzkreise
hyKy— I, K, =0 hy Ky — Iy K, =0
hy Ky — N Ky, =0 by Ny— by Ky =0
beriihren.

Beaehtet man, dass
ny, = &(a;, b)— 7] n. s w.

ist. so lassen sich die Gleichungen 112) auf die Form

K(ay, b)— G(ay, b) =171

K (ag, by) — G (g, by) = k2

K(ay b)) — G (ay, by) =1}
bringen, aus welcher sofort

8z, y)— G (=2, y) = K(2, 9)
G=8—K

folgt, wo K dieselbe Bedeutung, wie in 72) hat. Hienach ist G' die Potenzlinic der beiden Lothkreise &, K.

Die Coordinaten (£, ») des Berithrungspunktes des Kreises §, (oder $;) mit K, haben die Werthe

é_:/i(_l,—l—f)ta, 77=/z,b1—‘—b,b_,
lzi+bl lzl_._bi

b

nnd es ist identiseh

5y ) ""515

@=+l=' =5 =,
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Aus dieser Identitit folgt fiir

w=m, =y Ty =2
R, (& ,>___,.2_'_/’1 £y (ug 2y) + b, K (uy, 7)2)
el %) = 2 7 b
¢y =By
by

= (% (2yy 29) — 2 =22,1, )
Dy (%, 7y s 2 9
by + b,

R, (5 ) = — 2 T D0 (e 22) =0y Ay (g 7
i ’ hy by

V)

e CICENEL ALY

und demgemiiss aus 103)
G 8 (& %) —G" & (5 m) = 0.

Die zwei Bertthrungspunkte (4, ») sind also die Punkte, in denen der Kreis ¢, den Kreis A schueidet.
Hiermit ist die Steiner’sche Construction vollstindig hewiesen.
Definirt man umgekehrt die Hilfskreise 105) (beziehungsweise §;, £,, ;) durch die Gleichungen

K, (a,, b,) = b} +2h, %,
kK (g, 0)—4y K, (a,, 6,) = (b, — ) b 28, d; |7 [ 2y
hy K, oy, 0) — kg K, (ay, b,) = (By—2) b2 =20, d, [/ 2, V %,
I, (ay, b)) = bi+2b, 4,
by Ky (agy B) — Ay K, (0, 0,) = (y—g) 2420, d, 'k, |2, 113)
hy K, (0, ) — 2, K, (ay, 0y) = (hg— 4 )03+ 20,d, V0o, |/ oy
K;(ay b5) = b3+ 2b;4,
ko X (a5, 0,)— 2y I, (g, 0,) = (h;—Z4y) b3+ 21,4, Vi \ s
hy B, (ag, 0,)— kg K, (ay, 0,) = (hy — 2) 02 ~4+20,d, /oy \/ g,
so gelangt man leicht dazn, die Gleichungen der Kreise Q,, @,, @, durch auf dic Kreise K|, K,, K; unmittel-

bar Bezug habende Gréssen auszudriicken. Da niimlich, nnter &, » die Coordinaten des Berithrungspunktes
der Kreise K, und §, (oder £;) verstanden, in Folge der Identitiit

k9, +h, K,

(x_g)g_*_(y_.ﬂ)z: ]21"‘51_

und der Gleichungen 113)
K, (& n)= —/A;+ by (4 by) + b K, (ay, by)

by b,
=[71d.%1’3
hy =1,
i k& (a,, b)—-b, K, (a,, b
K, )= —k+ 1l ]§3+g: 1(ay %)
zbidﬂ’z
kl""bi

ist, so stellt die Gleichung
dypy Ky —d3py Ky =0 114)
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einen durch die Beriithrnngspunkte (&, ») gehenden Kreis dar, und es wird die Gleiehung jedes diese zwei
Bertihrungspunkte enthaltenden Kreises
¢ (@, y) =0
der Identitat
Q1 (w0, y) =1 K — p(dypp Ko — ds py V)

u derart, dass

[©) (ag, bg) — b3 (A—- 1y pp + 3 pg)] by
~+~[Q; (85, b;) — b3 (A — pdy py ~+ prdy p3) ], =0

geniigen miissen. Man bestimme nun die Constanten 2,

wird. Mit Hilfe der Gleichungen 113) verwandelt sich diese Bedingung in !

o (dy ey =+ d g2V Vi g) /. — -
')['ZV(I+’ H/'s“ ’/’ZL\:J‘B] (% Viy—p.p, (4, '\//l’z—’lsvlﬂx))bzb:{:o
Vi fy

und wird erfiillt, wenu man
A :Pl((‘{:: V‘/I;—(Svlls) »= ‘//‘17
also
O (zy y) = p, (dy [ oy — dy [ ) K, — Iy (dy py Ky — dypy K ;)
nimmt. Uberdies wird
Q, (ag, by) = 65 [Pl (‘12 Lfl‘zh‘]a .//’;) — 4 ("21’2_‘((:1’3)]
-+~ 20, ‘/711 [([l dyd, —+ '[1 ',/Z (( A 'y"fftz —+d, L//za) — (c]z \/712--- dy \//1;)2_1
@, (az b3) = b3 [1’1 (‘]2 ‘/7‘:’-"[3 'v'f]’:x) oy lv//’.u- (dypy "d:;]’s)]
— 20, "1'7‘1 [‘[1 dyd,~+d, ‘1/71 (dz l/l‘z + dj V‘]‘a) - (‘[z l//’;_‘dz l[/;.a)gj

Diese Gleichungen driieken ans, dass der Kreis (oder die Gerade)
0,(x, y) =0
die Kreise §,, £, $, £, beriibrt. Es ist niimlich, wenn der Ausdruck

Py (‘]z »/]'2'_‘[3 ‘/};3) i (‘ 21)2_‘23}’3) Ib/];l
nieht versehwindet,

Vi ldl dydy-+d, Vb;_(‘[z V7’—; -+ ds ‘/]I;) — (‘lz V];_(%z Vﬁé)z-]
‘L Py (cl7£ 1,//12—(13 Vr/zg) — (d, Pa—d3p5) t/]zl
der Halbmesser des Kreises

@, (x, y) =03
wenn dagegen jener Ausdrnek verschwindet, so ist die Summe der Quadrate der Coéffieienten von z, y in
O (@ y)
— A7, [d, dy dy -+, b, (d, By~ dy ) — (dy Vy—dly Vhg)*]*
Gleicherweise stellen die Gleichungen
Qulx, y) = p 2 (& 2y—4, Vi) K,— Vi, (dypy Ky—d, py et

T Q.00 y) = py (d, V hy—dy V) Ky — By (dy py Ky —dypy 1¥,) =0
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zwei Kreise (Gerade) dar, welehe beziiglich dureh dic Beriihrungspunkte des Kreises K, mit ©,, £, und des
. - 5 N )
Kreises K, mit §,, $; laufen und die in den Gruppen

’
‘937 “33»
’
1

enthaltenen Kreise berithren.
Da identiseh

_5:)2,_ = ",03: = (dz l’?l‘z == (13 L/Z; — d‘ VZ‘-\) [1;2 ]{2 -_ '1,33 I\"”J
Vi | hy Ve Vi
O O (g by, Ve —dy By [1.’3 K- K, |
Vi, VA, Vg VA,

QO (g h - dy iy — V) [13' K, — L A;J

V/‘: ‘//‘é \//‘1 V”z

ist, so gehiren die Kreise @, @,, @, zu derselben Kreissehaar, wie die Kreise

Ly P g
Vig = Vhy °
LR Y Ry g
V ey V2,

Ein Kreis
& = (x—u)}*+(y—2, ) —r{ =0,
weleher die Kreise Ky, I, @, nach Massgabe der Gleichungen
K, (uy, v)) = 27 hy -+ 7}
K;(uyy v) = 29 hy+1}
K, (uy, v,) =7} (pz (ds V}’—K —d, V’E) - \/}Z_z (dsps_dd’n))
~+ 27y (dl dydy-+d, ‘/Z; (ds W’_s ~+dy [ Ry) — (d V713 —d W’—1>2) Wz_z

berithrt, unterscheidet sich nicht von dem dureh die Gleiehungen 71) definirten, weil sich
K, (4, v,) = 7%+ 27, [1’2_2’3 — L,J
i
ergibt, und heriibrt auch den Kreis @; auf Grund der Gleichung

Q3(uyy v) =17} (J’s (d, \/7’_1_ dy \/7;) —(dy, py—dy ps) ‘/@
— 27 (‘[1 dy dy~+dy \/11—3 (d, ‘/}’_1 +d, VE) — (4, V}Tl—dz Vlz_z)z) V]’_a

9.

Man kann dhunlieh, wie bei der einfachen Malfatti’sehen Aufgabe, die Construction der Kreise §,, £,,
@3» Qp Qz: 03 umgehen.

Es seien A/, M, M, die Mittelpuukte der drei gegebenen Kreise K, K,, K, M der Punkt gleicher
Potenzen derselben oder der Mittelpunkt des Lothkreises A, I, I, I; die drei Potenzkreise
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hyKy—hy Ky =0
hyKy—ly K =0
by Ky — & K, =0
und A, 4,, A, deren Mittelpunkte, welehe je nach den Zeichen der Halbmesser 4, 4,, #; entweder drei

Anssere oder einen dAusseren und zwei innere Ahnlichkeitspunkte der Kreispaare (K,, k), (K;, K)), (X, K,)

bilden.
Die Kenntniss der Geraden
& —-KN=0,
oder (75)
Ax+By+C, =0 115)

fiihrt die Construction des Kreises &, auf die elementare Aufgabe zuriick, einen Kreis zu beschreiben, wel-
cher den gegebenen Kreis K, (oder &) beriihrt und zu der durch den Lothkreis K nnd die Gerade (115)
bestimmten Kreissehaar gehort. Zur Anflosnng dieser Aufgabe geniigt es, die Verbindungslinie des Potenz-
punktes M mit dem in Bezug auf den Kreis K, genommenen Pol der Geraden 115) zn ziehen, welche Ver-
bindungslinie den Kreis A, in den Beriihrungspunkten der zwei migliehen Kreise &, trifft; die Verbindungs-
linien dieser Punkte mit 1, schneiden das von M anf die Gerade 115) gefiillte Loth in den Mittelpunkten
der gesuchten zwei Kreise.
Behufs Construetion der Geraden 115) gehe ich von folgenden Gleichungen

Py = by (hy Ky—hy K —dy I [y Ky =0

Py y= by (b Ky— by ) —dy Iy [y K, = O

P,y=nh(hy K, —h K,)—d, Vi [ h, Ky =0

P, = hy(hy Ky—hy K,) —d, |y [y Ky = O

Py = hy(hy Ky— e ) —d, b, [, K, =0

Pyy = hy(hy I, — by K)—dy /Iy [ K, =0

P =h(h K,—hyK;)—d, Vi Vhy K, =0

Pl = b (hy Ky —hy K~ d, [y |/, K = 0

Py, = hy(h Ky—hy K\)—d, /by [l K, =0

P}y = hy(hy Ky—hy K )4, by VR K, =0

Py =ly(h, K, — hy K)—dy |/ h, [ hy Ky =0

P} y= hy(hy I, — hy Ky ~+dy Iy hy Ky =0

S, = — pyd, 'y Vhy K, ==V iy Vg (dy dy =Vl (dy Vit =y oy — dy [ R)) K
- Vg Yy (dy dy Vg (Yl — Vg dy ) Ky =0
8, = — pydy Ty [y Ky~ ity ey (dydy Ve, (dV g+ sV g — &, V1)) I
o VTt Ve (dydy -y (d oy — g -y V) &5, = 0
Sy = — pady/ ity g Ky g Ity (g, Vo () g+ Vg — V) K,
ey VI (dydy ey (dg ey —dy By ==\ 1)) 1, =0
T, = [d, dydy+dy by (V3 i) — (y Vg — dy e == (dy by — 5 ) py V] I
— hy(dyp, Ky— dyp, K3) =0
Ty = [d, dydy -+ d | Iy (dy Iy~ &5 ) — (Vg — g V1) — (dy V by — & V) p, V) X,
—~+ k(dypy Ky — dypy K) =0
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Ty = [d, dydy—+dy | Iy (dy [y, V) — (dg Ty — V)2~ (dy Vi — dy ) pg V) K,
— hy(dyp, Ky—d, p, K)) =0

Ty = [d, dydy ~dy  hy (dy g~ [ I)) — (dg VI —dly VIt — (dy Vg —, V) py [ By] K
+ hy(dypy Ky —d py k) =0

Ty = [dy dydy~+dy\[hy (d, || by +dy |/ hg) — (dy [ hy— dy | hy)?~(dy Iy —dy Viog) py |V Iy) I,
— ly(dy py Ky —dyp, K;) =0

Ty = (d, dydy~+dy\ hy (dy Vg = dy Y lg) — (dy Vley —dy Vi)t —(dy VI —dy V1) py V] K,
== hy(dydy Ky —dypy ) =0

“aus, deren geometrisehe Bedeutung leicht anzngeben ist.
1) Die ersten seehs Gleichungen stellen beziiglich Potenzkreise der Kreispaare

(K 1) (), Ip) (W, Py) (K, Py) (B, 1) (K By
dar; die Mittelpunkte derselben, welche entsprechend mit
dygy dygy Aygy dyyy Ay, Ay,

bezeichnet werden sollen, sind als Abnlichkeitspunkte leicht zu construiren. Man ziehe iberdies die Verbin-
dungslinien G, G,, G, der Pankte .1, und 4,,, A,, und 4,,, A, und 4., Naeh der bekannten Construction
der Apollonius’sehen Anfgabe (Gergonne) erhiilt man die Verbindungslinie der Berithrungspunkte der

Kreise $,, £, mit dem Kreise A, wenn man den in Bezug auf den Kreis K| genommenen Pol der Geraden (7,
mit dem Potenzpunkte I/ \ell)mdet; diese Gerade ist 114) die Potenzlinie der Kreise

—() 1) I\ ——(/ 2 V3 ]\'3:0;

eine dureh 3, senkreeht zu derselben gezogene Gerade werde mit L, hezeichnet. L, kann auch unmittelbar
coustruirt werden, wenn der Lothkreis A" bekannt ist, weil der Durchschnittspunkt der Geraden G| mit der
Potenzlinie der Kreise A, K auf L, liegen muss. Es seien noeh L,, L, zwei Gerade, welche eine entspre-
chende Bedeutung fiir die Kreise A, I, haben.

2) Die Gleichungen

]’“20 ]JI,I=U

stellen die Potenzkreise des Kreispaares (A, 7)) dar. Der Mittelpunkt 4, des ersteren ist der Durchschmitts-
punkt der Geraden, welehe M, mit 4, ., mit -, verbinden, der Mittelpunkt 4|, des zweiten ist der Durch-
sehnittspunkt der Verbindungslinien der Punkte M, wnd A, A, und A.. Ahnlich werden die Mittelpnnkte 4
A, P, construirt.

227

T R 1Y
2z Aug gy der Kreise Iy, Iy, Py

3) Die Gleichung

driickt einen Kreis aus, weleher den Kreissehaaren (P, 1)), (I, I’) gemeinsam ist, d. h. durch die (reel-
len oder imaginiiren) Durebsehnittspunkte sowobl der Kreise I, I als aueh der Kreise I, P,, geht. Der
Mittelpunkt desselben ist daher der Durchschnittspunkt der Geraden G,, (..
4) Der Kreis
7, =0
geht dureh die Durehsebnittspunkte sowohl der Kreise
K, =0 dyp Ky —dypy Ky =0
alx anch der Kreise
i = S, =0,

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl, XXX V1. Bd. Abhandl. von Nichtmitgliedern. e
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der Kreis
T =0

1
durch die Durchschnittspunkte sowohl der Kreise
o=l dyp Ky—dyp, Ky =0
als aunch der Kreise
P ,=0 &, =0

die Mittelpunkte dieser Kreise sind daber die Punkte, in welehen diec Verbindungslinien des Durchschnitts-
punktes der Geraden @,, G, mit 4, A, von der Geraden L, geschnitten werden. Beilidufig sei noch bemerkt,
dass diese Kreise zugleich die Potenzkreise des Kreispaares K|, ¢, sind. Die Mittelpunkte der K reise 7, 7,
T,, T, sind in entsprechender Weise zu construiren. ,

Dies vorausgeschickt, ist die Gerade 115) diejenige, auf welcher dic Mittelpunkte der Kreise 7),, T}, P,
liegen. Denn diese Kreise werden sowohl von dem Lothkreise K als auch von dem Kreise &, auf Grund der
Gleichungen

T; (g, 2)) =% [y dy dyt-dy V g (g V gy V) — (g Py — &y Y 2o o (3 ey — by V ) Py V By t-Try (e py— 11’1)]
Ty (uy, v )=2% [(ll d, dy—dy [ by (d, Y Iy =-dy Y Ig) — (d, Voo, — & kY2 =~(d, by — &y V[ 1) py V og— Py (d p,— 2})2)]
by Ky (s 0)) —hey Ky (2, 0)) = (hy—hy) 7}
senkrecht geschnitten.
Fiir dvei Kreise von gleichen Halbmessern gestaltet sich diese Construction hesonders einfach.



